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Resumo. Propomos neste trabalho uma comparac¸a˜o dos resultados de ana´lises de
dados de sobreviveˆncia utilizando dois modelos equivalentes, sendo um cont´ınuo e
outro discreto. Diz-se “modelos equivalentes” pois sera´ utilizado um modelo cuja
formulac¸a˜o original e´ cont´ınua e atrave´s deste modelo, sera´ gerado um modelo
discreto correspondente.
1. Introduc¸a˜o
A Ana´lise de Sobreviveˆncia ou Confiabilidade e´ um conjunto de te´cnicas e modelos
estat´ısticos usados na analise de experimentos cuja varia´vel resposta e´ o tempo ate´ a
ocorreˆncia de um evento de interesse. Os indiv´ıduos sob estudo podem ser animais,
seres humanos, plantas, equipamentos, etc. Por outro lado, o evento de interesse
pode ser: morte, remissa˜o de uma doenc¸a, reac¸a˜o de um medicamento, quebra de
um equipamento eletroˆnico, queima de uma laˆmpada, etc. A principal caracter´ıstica
dos dados de sobreviveˆncia e´ a presenc¸a de censuras, que e´ a observac¸a˜o parcial da
resposta. Essa informac¸a˜o, apesar de incompleta, e´ u´til e importante para a ana´lise.
Em muitos casos os dados de sobreviveˆncia sa˜o obtidos (coletados) em sua forma
discreta, devido a impreciso˜es nas mensurac¸o˜es ou simplesmente por ser discreta
(quando o tempo e´ medido em meses, por exemplo). Em muitas aplicac¸o˜es na˜o
ha´ justificativas teo´ricas para adotar, nestes casos, um modelo discreto para esses
dados. O que se faz na pra´tica e´ considerar que esses dados “poderiam” ser cont´ınuos
e realizar ana´lise utilizando um modelo cont´ınuo.
Neste contexto, o objetivo deste trabalho e´ verificar se ha´ alguma perda na
precisa˜o das estimativas ao se utilizar um modelo cont´ınuo em dados discretos.
Para tanto, propomos neste trabalho uma comparac¸a˜o dos resultados de ana´lises
de dados de sobreviveˆncia utilizando dois modelos equivalentes, sendo um cont´ınuo
e outro discreto. Diz-se “modelos equivalentes” pois sera´ utilizado um modelo cuja
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formulac¸a˜o original e´ cont´ınua e atrave´s deste modelo cont´ınuo, sera´ gerado um
modelo discreto correspondente.
Por se tratar de dados de sobreviveˆncia, optaremos neste trabalho a utilizac¸a˜o do
modelo Exponencial. Esta escolha e´ justificada pelo fato da distribuic¸a˜o Exponen-
cial ser uma das mais simples e importantes distribuic¸o˜es utilizadas na modelagem
de dados que representam o tempo ate´ a ocorreˆncia de algum evento de interesse. A
mesma tem sido utilizada intensivamente na literatura de sobreviveˆncia e confiabi-
lidade assim como a distribuic¸a˜o Normal e´ utilizada em outras a´reas da estat´ıstica.
Atrave´s do modelo Exponencial sera´ formulado um modelo discreto, que devera´
apresentar as mesmas caracter´ısticas do modelo cont´ınuo.
2. Desenvolvimento
2.1. O Modelo Exponencial
Uma importante distribuic¸a˜o de tempos de sobreviveˆncia que assume independeˆncia
do risco ao longo do tempo e´ dada pela distribuic¸a˜o Exponencial. A distribuic¸a˜o Ex-
ponencial e´ obtida tomando-se a func¸a˜o de risco constante ao longo do tempo. Desta
forma, T e´ uma varia´vel aleato´ria com distribuic¸a˜o Exponencial com paraˆmetro λ
(λ > 0), se sua func¸a˜o densidade de probabilidades e´ escrita da forma:
fc(t) = λe
−λt, t ≥ 0. (2.1)
A func¸a˜o de sobreviveˆncia e de risco sa˜o dadas, respectivamente por:
Sc(t) = e
−λt, t ≥ 0, (2.2)
hc(t) = λ, t ≥ 0.






onde λ e´ o paraˆmetro a ser estimado, t = (t1, ..., tn) e´ o vetor dos valores observados,
com seus respectivos indicadores de censuras dados por δ = (δ1, ..., δn).









2.2. Modelo Exponencial Discreto (Geome´trica)
Todos os modelos de varia´veis cont´ınuas podem ser usados para gerar modelos
discretos agrupado os tempos em intervalos unita´rios. A varia´vel discreta e´ dada
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Figura 1: Func¸o˜es de densidade, sobreviveˆncia e risco da distribuic¸a˜o Exponencial
com paraˆmetro λ.
por T = [X], onde [X] representa “a parte inteira de X” (maior inteiro menor ou
igual a X). A distribuic¸a˜o de probabilidades de T pode ser escrita como:
fd(t) = P (T = t) = P (t ≤ X < t+ 1), t = 0, 1, 2, ... .
No caso onde X segue a distribuic¸a˜o dada por (2.1), temos que a func¸a˜o (dis-






, t = 0, 1, 2, ... .
Note que T segue uma distribuic¸a˜o Geome´trica com paraˆmetro 1− e−λ.
A func¸a˜o de sobreviveˆncia e de risco da varia´vel aleato´ria T sa˜o dadas, respec-
tivamente, por:
Sd(t) = P [T > t] = e
−λ(t+1), t = 0, 1, 2, ..., (2.3)
hd(t) = 1− e
−λ, t = 0, 1, 2, ... .
Assumindo que a contribuic¸a˜o para a verossimilhanc¸a do tempo censurado em
t seja S(t) = P [T > t] (Kalbfleisch [1], pa´g. 11), temos que para o modelo discreto,








onde λ e´ o paraˆmetro a ser estimado, t = (t1, ..., tn) e´ o vetor dos valores observados,
com seus respectivos indicadores de censuras dados por δ = (δ1, ..., δn).
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Figura 2: Func¸o˜es de densidade, sobreviveˆncia e risco da distribuic¸a˜o Exponencial
Discreta com paraˆmetro λ.
3. Ilustrac¸a˜o Nume´rica
Tietze [6] apresentou dados do tempo para a gravidez para casais que desejam ter
uma crianc¸a. As mulheres em estudo pararam de usar qualquer tipo de contracep-
tivo a partir do dia de in´ıcio do experimento. Neste exemplo, a varia´vel T representa
o nu´mero de meses ate´ que a mulher tenha engravidado. Note que, neste caso, t = 0
indica que a mulher engravidou no primeiro meˆs de estudo.
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Tabela 1: Dados de fertilidade de mulheres.
t no de mulheres expostas no de mulheres no de censuras
(meses) ao risco de engravidar gra´vidas durante
no in´ıcio do meˆs durante o meˆs o meˆs
0 611 199 0
1 412 103 0
2 309 64 0
3 245 36 12
4 197 33 7
5 157 30 9
6 118 18 5
7 95 13 5
8 77 9 5
9 63 10 5
10 48 3 2
11 43 0 5
Fonte: Dados de Tietze [6]
Analisando os resultados da Tabela 2, pode-se notar que o modelo discreto ap-
resentou resultados melhores que o modelo cont´ınuo. Estes resultados podem ser
verificados observando a Figura 2.
Tabela 2: Estimativa da Func¸a˜o de Sobreviveˆncia para os dados da Tabela 1.
t Modelo Discreto (2.3) Modelo Cont´ınuo (2.2)
(meses) Kaplan-Meier λ̂d = 0.31426 λ̂c = 0.38484
0 .6527 .7301 (.0774) 1 (.3473)
1 .4729 .5330 (.0600) .6806 (.2076)
2 .3613 .3891 (.0279) .4632 (.1019)
3 .2984 .2841 (.0143) .3152 (.0168)
4 .2365 .2074 (.0291) .2145 (.0220)
5 .1769 .1514 (.0255) .1460 (.0309)
6 .1371 .1105 (.0265) .0994 (.0377)
7 .1058 .0807 (.0251) .0676 (.0382)
8 .0814 .0589 (.0225) .0460 (.0354)
9 .0488 .0430 (.0058) .0313 (.0175)
10 .0342 .0314 (.0028) .0213 (.0129)
11 .0342 .0229 (.0113) .0145 (.0197)
Neste trabalho, usaremos como crite´rio para julgar os modelos, a noc¸a˜o de
“distaˆncia” entre a estimativa do modelo com a estimativa emp´ırica (Kaplan &
Meier [2]). Muitos testes estat´ısticos de ajuste de modelos sa˜o baseados nestas
distaˆncias (veja por exemplo, Kendall & Stuart [3] Cap. 30 ou Stephens [5]).
Definiremos aqui essa distaˆncia como o erro cometido na estimac¸a˜o. Desta forma,
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Figura 3: Func¸o˜es de Sobreviveˆncia estimadas a partir dos dados da Tabela 1. A
func¸a˜o cont´ınua e´ a estimativa dada pelo estimador de Kaplan-Meier. A func¸a˜o
tracejada e´ a estimativa obtida pelo modelo cont´ınuo, enquanto que os quadrados
so´lidos sa˜o as estimativas apresentadas pelo modelo discreto.








Neste exemplo temos que 0.0774 = εd < εc = 0.3473. Indicando um melhor
ajuste do modelo discreto para este conjunto de dados.
4. Simulac¸o˜es
As simulac¸o˜es teˆm como objetivo comparar a eficieˆncia dos modelos discreto e
cont´ınuo na estimac¸a˜o da func¸a˜o de sobreviveˆncia. Para tanto, foram gerados dados
de tempos de vida discretos e estimativas foram feitas atrave´s dos dois modelos. A
gerac¸a˜o e ana´lise dos dados foram realizados pelo software R (http://r-project.org).
Os dados discretos foram gerados a partir de uma distribuic¸a˜o Geome´trica. O
estudo de simulac¸a˜o foi realizado em treˆs etapas distintas de forma verificar a in-
flueˆncia da variabilidade dos dados, do tamanho da amostra e da quantidade de
censuras. Os modelos foram avaliados atrave´s dos erros definidos em (3.1) e (3.2).
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4.1. Influeˆncia da variabilidade dos dados
Foram consideradas 1000 simulac¸o˜es de amostras de tamanho 50 com 20% de cen-
sura. Os dados foram gerados atrave´s da distribuic¸a˜o Geome´trica com diversos




































































































































































Figura 4: Erros cometidos pelos modelos de acordo com a variabilidade dos dados.
Visto que a variaˆncia da distribuic¸a˜o Geome´trica com paraˆmetro p e´ dada por
(1− p)/p2, tem-se que para p = 0.5, 0.2, 0.1 e 0.05 a variaˆncia esperada dos dados
sa˜o, respectivamente, 2, 20, 90 e 380.
Pode-se notar, atrave´s da Figura 4, que o aumento da variabilidade dos dados
causa uma diminuic¸a˜o do erro cometido na estimac¸a˜o do modelo cont´ınuo. Fato
ja´ previs´ıvel visto que um aumento da variabilidade dos dados causaria uma maior
amplitude dos dados, fazendo com que ocorra um menor erro na aproximac¸a˜o. Ou
seja, o uso de um modelo cont´ınuo na˜o se faz adequado quando os dados (discretos)
apresentam uma baixa variabilidade.
4.2. Influeˆncia do tamanho da amostra
Neste caso considerou-se 1000 simulac¸o˜es de amostras geradas a partir da dis-
tribuic¸a˜o Geome´trica com paraˆmetro p = 0.25 e 20% de censura. Foram utilizados
diversos tamanhos de amostras: 10, 20, 50 e 100.
Observando a Figura 5 nota-se que, quanto maior o tamanho da amostra, me-
lhor e´ a precisa˜o nas estimativas tanto para o modelo discreto como para o modelo
cont´ınuo. No entanto, apesar das estimativas apresentadas para os dois modelos
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Figura 5: Erros cometidos pelos modelos de acordo com o tamanho da amostra.
melhorarem quando a amostra cresce, observamos que essa melhora e´ mais acen-
tuada no modelo discreto. Isso pode ser justificado pelo fato de, ao aumentar o
tamanho da amostra, os dados ficam mais representativos, ou seja, aumentam as
evideˆncias dos dados serem realmente discretos.
4.3. Influeˆncia da quantidade de censuras
Realizaram-se 1000 simulac¸o˜es de amostras de tamanho 50 de uma distribuic¸a˜o
Geome´trica com paraˆmetro p = 0.25. As amostras foram geradas com diferentes
quantidades de censuras: 0%, 5%, 30% e 50%.
Os resultados apresentados pela Figura 6 sugerem que a presenc¸a de censura
nos dados causa um aumento no erro cometido pelo modelo discreto e, em con-
trapartida, uma diminuic¸a˜o desse erro no caso do modelo cont´ınuo, revelando uma
maior aceitac¸a˜o do modelo cont´ınuo para conjuntos de dados com grande percentual
de censura. Uma explicac¸a˜o para isso pode ser dada pelo fato da censura comprom-
eter a informac¸a˜o contida nos dados. Quanto maior a quantidade de censura, menos
representativo fica o conjunto de dados. Ou seja, a o aumento da censura causa um
efeito contra´rio do aumento do tamanho da amostra.
5. Concluso˜es Finais
Face aos resultados obtidos pode-se concluir que:
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Figura 6: Erros cometidos pelos modelos de acordo com a quantidade de censuras.
• o uso de um modelo cont´ınuo em dados discretos pode ser adequado quando
a variabilidade dos dados e´ alta;
• como esperado, as estimativas de ambos modelos melhoram quando o tamanho
da amostra cresce;
• o aumento do tamanho da amostra acentua a necessidade de se utilizar um
modelo discreto para a ana´lise dos dados;
• mesmo apresentando melhores resultados, as estimativas do modelo discreto
parece na˜o ser robusta em relac¸a˜o a`s censuras, enquanto que o desempenho do mo-
delo cont´ınuo parece na˜o se alterar mesmo com uma grande quantidade de censuras.
Desta forma o uso do modelo discreto se mostra mais adequado em conjunto de
dados com baixa proporc¸a˜o de censuras.
Com base nas concluso˜es obtidas, verificou-se que nem sempre e´ aceita´vel a
utilizac¸a˜o de um modelo cont´ınuo para a ana´lise de dados discretos, pois em alguns
casos pode-se observar um resultado pouco satisfato´rio.
Sendo assim o pesquisador deve estar atento aos seus dados e na˜o utilizar um
determinado modelo indiscriminadamente.
Neste trabalho os efeitos que poderiam influenciar o desempenho dos modelos em
questa˜o (variabilidade, tamanho da amostra e censura) foram trabalhados isolada-
mente. Ou seja, para estudar um determinado efeito, analises foram feitas variando
o efeito de interesse e mantendo os demais fixos. Novos estudos de simulac¸a˜o podem
ser feitos para avaliar a influeˆncia conjunta destes efeitos e de outros que poderiam
tembe´m influenciar a ana´lise dos dados.
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Abstract. In this work we present a comparison of the results of analyses of
survival data using two equivalent models, a continuous and another discrete one.
We say equivalent models because, it will be used a model that the original for-
mulation is continuous, and based on this continuous model we will generated a
corresponding discrete model.
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